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Введение 

Для анализа производства продукции могут быть использованы методы 

линейного программирования, в частности, задача об оптимальном использовании 

ресурсов (ЗОИР). Такой анализ предлагается в статье [1], в которой ЗОИР 

представляется в виде пары двойственных задач линейного программирования. 

Пример задачи для одного ресурса рассматривался в статье [3], в которой анализ 

проводился на основе приоритета выпуска одного из видов продукции. Для двух видов 

продукции анализ оптимальных планов с помощью ЗОИР проведён в статье [3], а в 

статье [4] результаты анализа были представлены в виде таблицы. Анализ выпуска двух 

видов продукции при использовании трёх видов продукции рассматривался в статьях 

[5-10]. Статья [5], в которой рассматривался особый случай отношения показателей 

эффективности, является одной из составных частей исследования, которое 

продолжается в этой статье. В статьях [6-7] рассматривались условия полного расхода 

в оптимальном плане всех трёх ресурсов. В статьях [8-9] исследовалось производство 

двух видов продукции в условиях наличия приоритета выпуска одного из видов 

продукции. В статье [10] рассматривался пример поиска зависимости оптимальных 

планов задачи ЗОИР от запасов двух ресурсов  при фиксированном запасе третьего 

ресурса. 

1. Постановка задачи 

Целью данной работы является исследование оптимальных планов ЗОИР в 

особых рыночных условиях, когда отношение показателей эффективности двух видов 

продукции равняется отношению удельных расходов одного из ресурсов этих видов. 

Один из трёх случаев исследовался в статье [5].Сформулируем ЗОИР, как и в статье [5], 

а также в работах [6-10].  

Предприятие производит два вида продукции А1 иА2, используя три ресурса R1, 

R2 и R3. На единицу продукции А1 требуется a11 ед. ресурса R1, a21 ед. ресурса R2 и a31 

ед. ресурса R3, на единицу продукции А2 требуется a12 ед. ресурса R1, a22 ед. ресурса R2 

и a32 ед. ресурса R3. Значение показателя эффективности единицы продукции А1 

составляет c1 руб., единицы продукции А2 – c2 руб. Необходимо составить такой план 

выпуска продукции А1 иА2, чтобы при запасе ресурса R1 в количестве b1 ед., ресурса R2 

в количестве b2 ед., ед., ресурса R3 в количестве b3 ед. показатель эффективности 

производства был для предприятия максимальным. 

Математическая модель использования ресурсов представляется в виде пары 

двойственных задач [5-10]: прямой 
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{

𝑎11𝑥1 +𝑎12𝑥2 ≤ 𝑏1

𝑎21𝑥1 +𝑎22𝑥2 ≤ 𝑏2

𝑎31𝑥1 +𝑎32𝑥2 ≤ 𝑏3

𝑥1 ≥ 0 𝑥2 ≥ 0 ≥ 𝑐1

𝑍 = 𝑐1𝑥1 +𝑐2𝑥2 → 𝑚𝑎𝑥

 . (1.1) 

и двойственной 

{
𝑎11𝑢1 +𝑎21𝑢2 +𝑎31𝑢3 ≥ 𝑐1

𝑎12𝑢1 +𝑎22𝑢2 +𝑎32𝑢3 ≥ 𝑐2

𝑢1 ≥ 0 𝑢2 ≥ 0 𝑢3 ≥ 0 ≤ 𝑛1

𝑊 = 𝑏1𝑢1 +𝑏2𝑢2 +𝑏3𝑢3 → 𝑚𝑖𝑛

 (1.2) 

где: x1 – количество продукции А1, x2 – количество продукции А2, Z – показатель 

эффективности использования ресурсов предприятия, u1 – оценка использования в 

производстве ресурса R1, u2 – оценка использования ресурса R2,u3 – оценка 

использования ресурса R3,W – суммарная оценка используемых в производстве 

ресурсов предприятия. 

Так же, как и в статьях [5-10], определим вспомогательные коэффициенты. 

Первая группа коэффициентов. 

1) отношение затрат ресурса Ri в производстве единицы продукции А2 и единицы 

продукции А1: 

𝑘𝑖 =
𝑎𝑖2

𝑎𝑖1
, (1.3) 

где j=1, 2, 3. Показатель ki можно рассматривать как индекс потребления ресурса Ri в 

производстве единицы продукции А2 по отношению к единице продукции А1. 

2) отношение показателя эффективности производства продукции А2 к 

показателю эффективности производства продукции А1 

𝑘 =
𝑐2

𝑐1
.  (1.4) 

В статье [5] этот показатель определили как индекс эффективности производства 

продукции А2. 

Полагаем, что: 

𝑘1 < 𝑘2 < 𝑘3.  (1.5) 

и 

𝑎11 ≠ 0, 𝑎12 ≠ 0, 𝑎21 ≠ 0, 𝑎22 ≠ 0, 𝑎31 ≠ 0, 𝑎32 ≠ 0. (1.6) 

Производство в особых рыночных условиях производства продукции означает, 

что отношение показателя эффективности производства продукции А2 к показателю 

эффективности производства продукции А1 равно отношению затрат одного из трёх 

ресурсов в производстве единицы продукции А2 и единицы продукции А1: 

𝑘 = 𝑘1, или 𝑘 = 𝑘2, или 𝑘 = 𝑘3. (1.10) 
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При таких условиях есть случаи, когда оптимальный план в прямой задаче будет 

неединственным. В данной работе будет рассмотрен особый случай, когда отношение 

показателя эффективности производства продукции А2 к показателю эффективности 

производства продукции А1 равно отношению затрат ресурса R1 в производстве 

единицы продукции А2 и единицы продукции А1: 

𝑘 = 𝑘1. (1.11) 

Равенство отношения показателей эффективности производства продукции А2 к 

показателю эффективности производства продукции А1 отношению удельных затрат 

ресурса R2 будет рассмотрен в части 2, а равенство отношения показателей 

эффективности отношению затрат ресурса R3 был рассмотрены в части 3, [5]. 

 

2. Методика и методология исследования 

Как и в статьях [5-10], также рассмотрим другие группы вспомогательных 

коэффициентов.  

Вторая группа. Отношение удельных затрат ресурсов Rm и Ri в производстве 

единицы продукции Аj обозначим 

𝛽𝑖𝑚
(𝑗)

=
𝑎𝑖𝑚

𝑎𝑖𝑗
, (2.1) 

где i=1, 2, 3; j=1, 2; m =1, 2, 3, i≠m. Этот показатель можно рассматривать как 

относительный коэффициент расхода ресурса Rm в производстве продукции Аj к 

расходу ресурса Ri, [5]. Отношение запасов ресурсов Rm и Ri обозначим [5]: 

𝛽𝑖𝑚 =
𝑏𝑚

𝑏𝑖
, (2.2) 

где i=1, 2; m=2, 3, i≠m. 

Третья группа. Максимальное количество продукции Аj, которое можно получить 

при полном расходе ресурса Ri обозначим, [5]: 

𝑛𝑖𝑗 =
𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑗
, (2.4) 

где i=1, 2; j=1, 2, 3. Максимальный объём продукции Аj, который можно произвести, 

используя все ресурсы в количестве их запасов, обозначим nj: 

𝑛𝑗 = min
1≤𝑖≤3

𝑛𝑖𝑗. (2.5) 

Четвёртая группа. Максимальную оценку ресурса Ri в производстве единицы 

продукции Аj обозначим, [5]: 

𝑝𝑖𝑗 =
𝑐𝑗

𝑎𝑖𝑗
, (2.6) 

где i=1, 2; j=1, 2, 3. 
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3. Результаты 

Предполагаем, что выполняются условия (1.5) и показатель k равен значению k1. 

Рассмотрим возможные значения показателя n1. Для него есть 7 вариантов значений: 

1) n1=n11; 2) n1=n12; 3) n1=n13; 4) n1=n11=n12; 5) n1=n11=n13; 6) n1=n12=n13; 7) n1=n11=n12=n13. 

Сначала рассмотрим случаи, когда n1=n31. Это варианты 3, 5, 6 и 7.В этих 

вариантах расход ресурса R3 будет ограничивать производство продукции А1, как один, 

так и совместно с ресурсами R1, R2 или обоими ресурсами R1 и R2. Далее рассмотрим 

случаи, когда n1=n21. Это варианты 2, 4, 6, в которых ограничивать производство 

продукции А1 будет расход ресурса R2, как один, так и совместно с ресурсом R1. В 

завершении рассмотри случаи, когда n1=n11, вариант 1, в которых ограничивать 

производство продукции А1 будет расход только ресурса R1. 

3.1. Значение n1 равно n31 

Отметим, что согласно [8, с.33-41] случаи 3, 5, 6 и 7 удовлетворяют условиям 

предпочтения выпуска продукции A1. 

Оптимальным планом прямой задачи в вариантах 3, 5, 6 и 7 будет план: 

𝑥1
∗ = 𝑛1 = 𝑛31. (3.1.1) 

𝑥2
∗ = 0, (3.1.2) 

𝑍𝑚𝑎𝑥 = 𝑐1 ∙ 𝑛1 = 𝑐1 ∙ 𝑛31 = 𝑏1 ∙ 𝑝31, (3.1.3) 

в котором оптимальный остаток ресурса R3 равен 

𝑦3
∗ = 0. (3.1.4) 

Значения 𝑦1
∗и 𝑦2

∗в вариантах3, 5, 6 и 7 имеют разные значения. 

 

3.1.1. Значение n1 равно только отношению n31. 

Найдём оптимальные остатки ресурсов и решение двойственной задачи для 

варианта 3. Его поиск был рассмотрен в [8,с.36]. 

Для 3 варианта выполняются отношения: n1=n31, n11>n31, n21>n31.Тогда: 

𝑦1
∗ = 𝑏1 − 𝑎11 ∙ 𝑛31 = 𝑎11 ∙ (𝑛11 − 𝑛31) > 0, (3.1.1.1) 

𝑦2
∗ = 𝑏2 − 𝑎21 ∙ 𝑛31 = 𝑎21 ∙ (𝑛21 − 𝑛31) > 0. (3.1.1.2) 

Оптимальный план прямой задачи 

𝑋∗ = (𝑛31; 0), (3.1.1.3) 

𝑌∗ = (𝑏1 − 𝑎11 ∙ 𝑛31; 𝑏2 − 𝑎21 ∙ 𝑛31; 0),  (3.1.1.4) 

𝑍𝑚𝑎𝑥 = 𝑐1 ∙ 𝑛31. (3.1.1.5) 

Переходим к поиску оптимального плана в двойственной задаче. Так как 𝑦1
∗ и 𝑦2

∗ строго 

больше нуля, то 

𝑢1
∗ = 0, (3.1.1.6) 

𝑢2
∗ = 0. (3.1.1.7) 
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Так как 𝑥1
∗ строго больше нуля, а значение 𝑥2

∗ равно нулю, то 

𝑣1
∗ = 0,  (3.1.1.8) 

𝑣2
∗ ≥ 0. (3.1.1.9) 

Оптимальный план удовлетворяет условиям 

𝑎11𝑢1
∗ + 𝑎21𝑢2

∗ + 𝑎31𝑢3
∗ = 𝑐1,  (3.1.1.10) 

𝑎12𝑢1
∗ + 𝑎22𝑢2

∗ + 𝑎33𝑢3
∗ ≥ 𝑐1𝑘1. (3.1.1.11) 

Так как 𝑢1
∗ и 𝑢2

∗  равны нулю, то 

𝑢3
∗ = 𝑝31,  (3.1.1.12) 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘3 − 𝑘1) > 0. (3.1.1.13) 

Оптимальный план двойственной задачи 

𝑈∗ = (0; 0; 𝑝31),  (3.1.1.14) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘3 − 𝑘1)),  (3.1.1.15) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏3 ∙ 𝑝31. (3.1.1.16) 

В обеих задачах оптимальные планы единственные. 

 

3.1.2. Значение n1 равно отношениямn11 и n31. 

Рассматриваем вариант 5. Для него выполняются отношения: n1=n11=n31, n21>n31. 

Поиск оптимальных планов рассмотрен в [8,с.37-38]. Оптимальный план и максимальное 

значение целевой функции по сравнению с вариантом 3 не изменятся (3.1.13-3.1.16), 

значение 𝑦3
∗ так же равно нулю, (3.1.16), значение 𝑦2

∗ вычисляется по формуле (3.1.1.2), 

а 𝑦1
∗ станет равным нулю: 

𝑦1
∗ = 0, (3.1.2.1) 

𝑌∗ = (0; 𝑏2 − 𝑎21 ∙ 𝑛31; 0),  (3.1.2.2) 

В двойственной задаче 𝑢2
∗  останется равным нулю (3.1.1.7). Так же, как и в 3.1, 𝑣1

∗ и 𝑣2
∗ 

удовлетворяют условиям (3.1.1.8) и (3.1.2.9), оптимальный план двойственной задачи 

удовлетворяет условиям (3.1.1.10) и (3.1.1.11). Значения 𝑢1
∗ и 𝑢3

∗   будем искать в виде  

𝑢1
∗ =

𝑐1

𝑎21
∙ 𝑡1,  (3.1.2.3) 

𝑢3
∗ =

𝑐1

𝑎31
∙ 𝑡3,  (3.1.2.4) 

где значения параметров t1 и t3 положительные, т.е. больше либо равные нулю. 

Подставляем 𝑢1
∗ и 𝑢3

∗  в условия (3.1.1.10) и (3.1.1.11) и преобразуем их. Получим 

𝑡1 + 𝑡3 = 1,  (3.1.2.5) 

𝑘1 ∙ 𝑡1 + 𝑘3 ∙ 𝑡3 ≥ 𝑘1.  (3.1.2.6) 

Неравенство (3.1.2.6) выполняется при условии (1.5) и соотношении (3.1.2.5). Для 

параметров t1 и t3 интервалы изменения их значений, [11, с. 817-818]: 

0 ≤ 𝑡1 ≤ 1,  (3.1.2.7) 
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0 ≤ 𝑡3 ≤ 1.  (3.1.2.8) 

Значение 𝑣1
∗ равно нулю (3.1.1.8), а 𝑣2

∗ вычисляется по формуле: 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1) ≥ 0, (3.1.2.9) 

где t1 и t3 удовлетворяют условию (3.1.2.6). Отметим, что 𝑣2
∗ обращается в ноль при t1=1 

и t3=0. 

Оптимальный план двойственной задачи: 

𝑈∗ = (𝑝11 ∙ 𝑡1; 0; 𝑝31 ∙ 𝑡3),  (3.1.2.10) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1)),  (3.1.2.11) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏1 ∙ 𝑝11 = 𝑏3 ∙ 𝑝31, (3.1.2.12) 

где t1 и t3 удовлетворяют условию (3.1.2.5). 

В прямой задаче оптимальный план единственный, а в двойственной нет. Из 

(3.1.2.3), (3.1.2.4) и (3.1.2.7), (3.1.2.8) предельные полезности ресурсов R2 и R3 изменяются 

в пределах: 

0 ≤ 𝑢1
∗ ≤ 𝑝21,  (3.1.2.13) 

0 ≤ 𝑢3
∗ ≤ 𝑝31,  (3.1.2.14) 

Среди оптимальных планов есть план, при котором 𝑣2
∗ равняется нулю, а именно: 

𝑈∗ = (𝑝11; 0; 0),  (3.1.2.15) 

 

3.1.3. Значение n1 равно отношениям n21 и n31. 

 Переходим к варианту 6, рассмотренному в [8, с. 38-40]. Для него выполняются 

отношения: n1=n21=n31, n11>n31. Так же соотношениями (3.1.13-3.1.16) определяется 

оптимальный план и максимальное значение целевой функции, значение 𝑦1
∗  

вычисляется по формуле (3.1.1.1), 𝑦2
∗ станет равным нулю  

𝑦2
∗ = 0, (3.1.3.1) 

𝑦3
∗останется равным нулю. Оптимальные остатки равны: 

𝑌∗ = (𝑏1 − 𝑎11 ∙ 𝑛31; 0; 0).  (3.1.3.2) 

В двойственной задаче  𝑢1
∗  останется равным нулю, (3.1.1.6), 𝑣1

∗  и 𝑣2
∗  удовлетворяют 

условиям (3.1.1.8) и (3.1.3.9), оптимальный план двойственной задачи – условиям 

(3.1.1.10) и (3.1.1.11). Значения 𝑢2
∗  и 𝑢3

∗   будем искать в виде  

𝑢2
∗ =

𝑐1

𝑎21
∙ 𝑡2,  (3.1.3.3) 

𝑢3
∗ =

𝑐1

𝑎31
∙ 𝑡3,  (3.1.3.4) 

где значения параметров t1 и t3 положительные. Значения  𝑢2
∗  и 𝑢3

∗  подставляем в 

условия (3.1.1.10) и (3.1.1.11): 

𝑡2 + 𝑡3 = 1,  (3.1.3.5) 

𝑘2 ∙ 𝑡2 + 𝑘3 ∙ 𝑡3 ≥ 𝑘1.  (3.1.3.6) 
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Тогда неравенство (3.1.3.6) опять выполняется автоматически, параметры t2 и t3 

изменяются от 0 до 1, включительно, [11, с. 817-818], (3.1.2.14) и 

0 ≤ 𝑡2 ≤ 1. (3.1.3.7) 

Значение 𝑣1
∗ равно нулю (3.1.1.8),𝑣2

∗ вычисляется по формуле: 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘2𝑡2 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1) > 0, (3.1.3.8) 

где t2 и t3 удовлетворяют условию (3.1.3.5). 

Расширенный оптимальный план двойственной задачи: 

𝑈∗ = (0; 𝑝21 ∙ 𝑡2; 𝑝31 ∙ 𝑡3),  (3.1.3.9) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘2𝑡2 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1)),  (3.1.3.10) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏2 ∙ 𝑝21 = 𝑏3 ∙ 𝑝31, (3.1.3.11) 

где t2 и t3 удовлетворяют условию (3.1.3.5). 

В прямой задаче оптимальный план единственный, а в двойственной нет. Из 

(3.1.3.3) , (3.1.3.4) и (3.1.3.8), (3.1.3.9) предельная полезность ресурса R2 изменяется в 

пределах: 

0 ≤ 𝑢2
∗ ≤ 𝑝21,  (3.1.3.12) 

а R3 изменяются в пределах (3.1.2.14). 

3.1.4. Значение n1 равно отношениям n11, n21 и n31. 

Осталось рассмотреть вариант 7. Он рассмотрен в [8, с.40-41]. Для него 

n1=n11=n21=n31. Расширенный оптимальный план прямой задачи так же определяется 

соотношениями (3.1.13-3.1.16), в которых 𝑦1
∗ тоже станет равным нулю, (3.1.2.1), 𝑦2

∗и 𝑦2
∗ 

останутся равными нулю, (3.1.3.1) и (3.1.6). 

В двойственной задаче 𝑣1
∗  и 𝑣2

∗  удовлетворяют условиям (3.1.1.8) и (3.1.3.9), 

оптимальный план двойственной задачи – условиям (3.1.1.10) и (3.1.1.11). Значение 𝑢1
∗ 

будем искать в виде  

𝑢1
∗ =

𝑐1

𝑎11
∙ 𝑡1. (3.1.4.1) 

𝑢2
∗  и 𝑢3

∗   будем искать в виде (3.1.3.3) и (3.1.3.4). Значения 𝑢1
∗, 𝑢2

∗  и 𝑢3
∗   подставляем в 

условия (3.1.1.10) и (3.1.1.11): 

𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 = 1,  (3.1.4.2) 

𝑘1 ∙ 𝑡1 + 𝑘2 ∙ 𝑡2 + 𝑘3 ∙ 𝑡3 ≥ 𝑘1.  (3.1.4.3) 

Неравенство (3.1.4.3) выполняется автоматически, параметры t1,t2 и t3 изменяются от 0 

до 1 включительно, [11, с. 819-820], (3.1.2.7), (3.1.2.8) и (3.1.3.7). Значение 𝑣1
∗ равно нулю 

(3.1.1.8), 𝑣2
∗ вычисляется по формуле: 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘2𝑡2 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1) > 0, (3.1.4.4) 

где t1,t2 и t3 удовлетворяют условию (3.1.4.2). 

Расширенный оптимальный план двойственной задачи: 
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𝑈∗ = (𝑝11 ∙ 𝑡1; 𝑝21 ∙ 𝑡2; 𝑝31 ∙ 𝑡3),  (3.1.4.5) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘2𝑡2 + 𝑘3𝑡3 − 𝑘1)),  (3.1.4.6) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏1 ∙ 𝑝11 = 𝑏2 ∙ 𝑝21 = 𝑏3 ∙ 𝑝31, (3.1.4.7) 

где t1, t2 и t3 удовлетворяют условию (3.1.4.2). 

Как и в п. 3.1.2 и 3.1.3, оптимальный план в прямой задаче единственный, а в 

двойственной задаче нет. Из (3.1.4.1), (3.1.3.3), (3.1.3.4) и (3.1.2.7), (3.1.3.7), (3.1.2.8) 

предельная полезность ресурса R1 изменяется в пределах (3.1.3.13), предельная 

полезность ресурса R2– в пределах (3.1.3.12), а предельная полезность ресурса R3 – в 

пределах (3.1.2.14). 

Среди оптимальных планов есть план, при котором 𝑣2
∗  равняется нулю, а именно 

(3.2.1.15). 

3.2. Значение n1 равно n21 

Теперь рассмотрим случаи, когда n1=n21, но n1≠n31. Это варианты 2 и 4, 

удовлетворяющие условиям предпочтения выпуска продукции A1, и полностью 

описанные в [8, с.41-45]. 

Оптимальным планом прямой задачи в них будет план:  

𝑥1
∗ = 𝑛1 = 𝑛21, (3.2.1) 

Объём 𝑥2
∗ равен нулю (3.1.2), 

𝑍𝑚𝑎𝑥 = 𝑐1 ∙ 𝑛1 = 𝑐1 ∙ 𝑛21 = 𝑏2 ∙ 𝑝21, (3.2.3) 

оптимальный остаток ресурса R2 равен нулю 

𝑦2
∗ = 0, (3.2.4) 

значения 𝑦1
∗ и 𝑦3

∗ в вариантах 2 и 4 различны. 

3.2.1. Значение n1 равно только отношению n21. 

Для варианта 2 выполняются отношения: n1=n21, n11>n21, n31>n21. Тогда 

оптимальные остатки ресурсов и решение двойственной задачи определяются 

выражениями: 

𝑦1
∗ = 𝑏1 − 𝑎11 ∙ 𝑛21 = 𝑎11 ∙ (𝑛11 − 𝑛21) > 0, (3.2.1.1) 

𝑦3
∗ = 𝑏3 − 𝑎31 ∙ 𝑛21 = 𝑎31 ∙ (𝑛31 − 𝑛21) > 0, (3.2.1.2) 

𝑋∗ = (𝑛1 = 𝑛21; 0),  (3.2.1.3) 

𝑌∗ = (𝑏1 − 𝑎11 ∙ 𝑛21; 0; 𝑏3 − 𝑎31 ∙ 𝑛21),  (3.2.1.4) 

𝑍𝑚𝑎𝑥 = 𝑐1 ∙ 𝑛21. (3.2.1.5) 

Переходим к поиску оптимального плана в двойственной задаче. Так как 𝑦1
∗ и 𝑦3

∗ строго 

больше нуля, то значения 𝑢1
∗ и 𝑢3

∗  равны нулю (3.1.1.6). 

Так как 𝑥1
∗  строго больше нуля, а значение 𝑥2

∗  равно нулю, то  𝑣1
∗  равно нулю 

(3.1.1.8), а 𝑣2
∗  больше либо равно нулю, (3.1.1.9). Оптимальный план удовлетворяет 

условиям (3.1.1.10) и (3.1.1.11). Так как 𝑢1
∗ и 𝑢3

∗ равны нулю, то 
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𝑢2
∗ = 𝑝21,  (3.2.1.7) 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘2 − 𝑘1) > 0. (3.2.1.8) 

Оптимальный план двойственной задачи 

𝑈∗ = (0; 𝑝21; 0),  (3.2.1.9) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘2 − 𝑘1)),  (3.2.1.10) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏2 ∙ 𝑝21. (3.2.1.11) 

В обеих задачах оптимальные планы единственные, особенностей нет. Случай 

описан в [8, с.43-44]. 

3.2.2. Значение n1 равно отношениям n11 и n21. 

Рассматриваем вариант 4. Для него выполняются отношения: n1=n11=n21, n31>n21. 

Оптимальный план и максимальное значение целевой функции определяются 

соотношениями (3.2.1.3-3.2.1.5). Значение 𝑦1
∗  станет равным нулю, (3.1.2.1), 𝑦2

∗ равно 

нулю, (3.1.3.1),  𝑦3
∗ вычисляется по формуле (3.2.1.2). Оптимальные остатки равны: 

𝑌∗ = (0; 0; 𝑏3 − 𝑎31 ∙ 𝑛21).  (3.2.2.1) 

В двойственной задаче 𝑢3
∗  останется равным нулю, (3.2.1.6), 𝑣1

∗  и 𝑣2
∗  удовлетворяют 

условиям (3.1.1.8) и (3.1.3.9), оптимальный план двойственной задачи – условиям 

(3.1.1.10) и (3.1.1.11). Значения 𝑢1
∗  и 𝑢2

∗   будем искать в виде (3.1.2.3) и (3.1.3.3). 

Подставляем их в условия (3.1.1.10) и (3.1.1.11): 

𝑡1 + 𝑡2 = 1,  (3.2.2.2) 

𝑘1 ∙ 𝑡1 + 𝑘2 ∙ 𝑡2 ≥ 𝑘1.  (3.2.2.3) 

При условии (1.5) неравенство (3.2.2.3) выполняется автоматически, параметры t1 и t2 

изменяются от 0 до 1 включительно, [11, с. 817-818], (3.1.2.7) и (3.1.3.7). Значение 𝑣1
∗ 

равно нулю (3.1.1.8), 𝑣2
∗ вычисляется по формуле: 

𝑣2
∗ = 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘2𝑡2 − 𝑘1) > 0, (3.2.2.4) 

где t1 и t2 удовлетворяют условию (3.2.2.2). 

Расширенный оптимальный план двойственной задачи: 

𝑈∗ = (𝑝11 ∙ 𝑡1; 𝑝21 ∙ 𝑡2; 0),  (3.2.2.5) 

𝑉∗ = (0; 𝑐1 ∙ (𝑘1𝑡1 + 𝑘2𝑡2 − 𝑘1)),  (3.2.2.6) 

𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝑏1 ∙ 𝑝11 = 𝑏2 ∙ 𝑝21, (3.2.2.7) 

где t1 и t2 удовлетворяют условию (3.2.2.2). 

В прямой задаче оптимальный план единственный, а в двойственной нет. Из 

(3.1.2.3), (3.1.3.3) и (3.1.2.7), (3.1.3.7) предельная полезность ресурса R1 изменяется в 

пределах (3.1.2.13), а предельная полезность ресурса R2 изменяется в пределах 

(3.1.3.12). 

Вариант 4 как частный случай описан в [8, с.44-45]. 
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3.3. Значение n1 равно n11 

Осталось рассмотреть для n1 значение n11, когда n1≠n21, n1≠n31. Это вариант 1 

значения n1, для которого оптимальный план в двойственной задаче не единственный. 

Среди оптимальных объёмов выпуска продукции A2 могут быть ненулевые значения. 

Это означает, что для обоих видов продукции показатель эффективности производства 

продукции равен оценкам используемых в нём ресурсов: 

𝑣1
∗ = 0, 𝑣2

∗ = 0. (3.3.1) 

Такое возможно только для плана, в котором оценки ресурсов равны: 

𝑢1
∗ = 𝑝11 = 𝑝12; 𝑢2

∗ = 0, 𝑢3
∗ = 0. (3.3.2) 

Оптимальные объёмы выпуска продукции определяются из условия прямой 

задачи для ресурса R1: 

𝑥1
∗ = 𝑛11(1 − 𝑡); 𝑥2

∗ = 𝑛12𝑡,  (3.3.3) 

где параметр t удовлетворяет условию 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0.  (3.3.4) 

Значение t0 определяется из условий положительности остатков ресурсов: 

𝑦1
∗ = 0, 𝑦2

∗ = 𝑏2 − 𝑎21𝑛11 − (𝑎21𝑛11 − 𝑎22𝑛12)𝑡, 𝑦3
∗ = 𝑏3 − 𝑎31𝑛11 − (𝑎31𝑛11 − 𝑎32𝑛12)𝑡, (3.3.5) 

где t удовлетворяет условию (3.3.4). 

Чтобы определить значение t0, рассмотрим значение показателя n2. Его значение 

может равняться n12, n22 и n32. Последовательно рассмотрим каждое значение. 

Если n2=n12, то t0=1. Если n2=n22, то 

𝑡0 =
𝛽12−𝛽12

(1)

𝛽12
(2)

−𝛽12
(1).  (3.3.6) 

Если n2=n32, то 

𝑡0 = 𝑚𝑖𝑛 (
𝛽12−𝛽12

(1)

𝛽12
(2)

−𝛽12
(1) ;

𝛽13−𝛽13
(1)

𝛽13
(2)

−𝛽13
(1)). (3.3.7) 

Таким образом, когда показатель n1 равен только значению n11, в прямой задаче 

есть оптимальные планы, при которых выпускается продукция А2. Выпуск оптимальных 

планов определяется формулой (3.3.3), для которой граница изменения параметра t 

определяется по показателю n2. Ресурс R1 является дефицитным. 

Если максимальный объём выпуска продукции А2 ограничен только ресурсом R1, 

то R2 и R3 избыточные, если – только ресурсами R1 и R2, то остаток ресурса R2 может 

обращаться в ноль, ресурс R3 является избыточным. 

Если максимальный объём выпуска продукции А2 ограничен ресурсом R2 и не 

ограничен ресурсом R3, то остаток ресурса R2 может обращаться в ноль, ресурс R3 

является избыточным. 

Если максимальный объём выпуска продукции А2 ограничен ресурсом R3, то 

остатки ресурсов R2 и R3 могут обращаться в ноль зависимости от значения минимума 
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(3.3.7). Если минимум достигается для ресурса R2, то в ноль  может обращаться остаток 

ресурса R2, если для ресурса R3, то в ноль  может обращаться остаток ресурса R3. 

Выводы 

Рассмотрены планы выпуска двух видов продукции с использованием трёх 

ресурсов в условиях, когда отношение эффективностей продукции А2 и А1 равно 

отношению удельных затрат ресурса  R1 в производстве продукции А2 и А1. При таких 

условиях наблюдается приоритет выпуска продукции А1, кроме случая, когда 

максимальный объём выпуска продукции А1 ограничен ресурсом R1 (n1=n11). 

В этом случае оптимальный план прямой задачи не единственный, среди 

оптимальных планов обязательно есть план, когда продукцию А1 производить выгодно, 

кроме случая, когда максимальный объём и выпуска продукции А2 ограничен ресурсом 

R1 (n2=n21). Тогда есть план, в котором продукция А1 не выпускается, а объём продукции 

А2 равен n2.  

Работа является первой частью исследования особых рыночных условий 

производства двух видов продукции. В третьей части работы рассмотрен случай, когда 

индекс эффективности продукции А2 равен индексу потребления ресурса R3 [5]. 

Остаётся рассмотреть случай, когда индекс эффективности продукции А2 равен 

индексу потребления ресурса R2. 
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